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Genom grundldggande kunskaper inom matematik far elever som framtida demokratiska
medborgare forutsattningar att delta i och forstd samhallsutvecklingen.
Matematikundervisningen i grundskolan ska bland annat fridmja elevers kunskaper inom
taluppfattning och tals anvdndning, ddribland tal i brakform. Forskning visar att elever med
bristande forstaelse for tal i brdkform riskerar kvarstdende problematik under resterande
skolgang. Syftet med studien 4r att belysa hur forskning beskriver elevers svarigheter med tal
i brakform i arskurs F-6 och om tallinjen som modell kan utveckla elevernas kunskaper inom
brak. Syftet besvaras med fragestillningarna: vilka svarigheter uppmérksammar forskning
kring elevers forstaelse for tal i brakform och hur tallinjen utvecklar elevers forstaelse for tal i

brakform i jamforelse med areamodeller.

Litteraturstudien bestar av 10 vetenskapliga artiklar och en licentiatuppsats som samlats in
genom databaserna ERIC, Education Collection och NB-ECEC. Resultatet visar att elevers
svérigheter for tal 1 brakform grundar sig dels 1 fenomenet natural number bias, dels i
bristande konceptuell och procedurell kunskap. Forskning visar att tallinjen utvecklar elevers
kunskaper om tal 1 brakform genom storleksordning och att bréktalens relation till naturliga

tal synliggdrs.
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1 Inledning

Enligt resultatet fran den internationella undersokningen TIMSS (Skolverket, 2019, s. 29)
presterar de svenska eleverna i arskurs 4 under genomsnittet i jamforelse med de nordiska
landerna inom omradet taluppfattning och aritmetik. Omradet taluppfattning och aritmetik
testar elevernas forstaelse och fardighet i relation till matematiska uttryck, hela tal, enkla
ekvationer och samband, brak och decimaltal. Vidare menar Sveider (2021, s. 4) att elever
som har svarigheter att forstd och hantera tal 1 brdkform ofta har kvarstdende problematik
hela skolgdngen upp till gymnasiet. Det finns dven en koppling mellan 10-4ringars forstéelse
for tal 1 brakform och division samt elevers prestation inom matematik vid 16 ars alder.
Elevers kunskaper for tal i brakform kan vara en central och avgorande bestdndsdel for
elevens kunskaper inom andra matematiska omraden, exempelvis algebra. Sveider betonar
darfor vikten av att elever i de tidigare skolaren far undervisning som mgjliggdér goda
forutsittningar for elevers forstdelse for tal 1 brakform. Clark et al. (2010, s. 37) hdvdar att
kunskaper om tal 1 brakform stddjer elevers utveckling av proportionellt tinkande och
kunskapen ér vésentlig i kommande omrdden inom matematik som exempelvis algebra och

sannolikhet.

Under vara verksamhetsforlagda utbildningar (VFU) uppmérksammade vi att manga av
eleverna hade nagon form av svarighet med tal i brakform. Eleverna fick framst méta tal i
brakform i samband med areamodeller som representerar del-helhetsrelationer. Var
uppfattning var att areamodellerna frimjar elevernas kunskap kring brakets del-helhets
relationer, men att flera elever visade svarigheter att koppla modellens delar till ett
brakuttryck. Under VFU’n fick eleverna genomftra det Nationella bedomningsstodet i
taluppfattning for varterminen i arskurs 2. Resultatet visade att majoriteten av eleverna hade
svart att forsta uppgifterna som behandlar brak samt svarigheter att uttrycka bréaket i skrift.
Utifran vara erfarenheter blev vi intresserade av att undersoka om tallinjen som modell kan

utveckla elevernas forstaelse for tal i brakform, i jamforelse med areamodeller.

I denna litteraturstudie har vi anvéint oss av databaserna ERIC, Education Collection och NB-
ECEC for att hitta relevant forskning som studerar hur tallinjen kan utveckla elevernas
forstaelse for tal i brékform. Sokresultaten har avgrénsats till elever i grundskolan, med
inriktning F-6 eftersom vi var intresserade av forskning kring yngre elevers tidiga méte och

larandeprocess for tal i brakform.



2 Syfte och fragestallningar

Syftet med studien ér att belysa hur forskning beskriver elevers svarigheter for tal i brakform

i arskurs F-6 och om tallinjen som modell kan utveckla elevernas kunskaper inom brak.

Detta syfte vill vi besvara med foljande fragestéllningar:

e Vilka svarigheter uppmirksammar forskning kring elevers forstaelse for tal i
brakform?
e Hur utvecklar tallinjen elevers forstaelse for tal i brakform i jaimforelse med

areamodeller?



3 Bakgrund

I detta avsnitt definieras begrepp som tal i brakform, representationsformer, tallinje och tom
tallinje. Under varje rubrik forklaras de olika begreppen utifran litteratur. Vidare presenteras

hur styrdokumenten forhaller sig till representationsformer och tal i brakform.

3.1 Tal i brakform

Heiberg Solem et al. (2011, s. 77) menar att tal i brakform &r alla tal som kan skrivas %, daa

och b dr heltal. De beskriver att ett braktal &r en del av en hel och helheten kan representeras i
form av en geometrisk figur, midngd eller som en strecka pa en tallinje. Delen eller méngden
som beskrivs med en brakdel kan endast forstas i relation till en hel. Drageryd et al. (2012, s.
67) forklarar att tal i brakform &r rationella tal som representerar en del av en hel, del av antal
samt relationen mellan tva heltal. Ett braktal bestar av en téljare och en némnare, dér

namnaren beskriver helheten medan tiljaren beskriver hur méanga delar det &r av en hel.

Kilhamn (2021, s. 36) hévdar att definitionerna likndmniga och likvirdiga brak ofta forvixlas
med varandra. Om braken &r likndmniga har braken samma ndamnare, exempelvis %, % och ;.
Likvérdiga brak representerar samma tal, men brakuttrycken har olika tdljare och nimnare,

100

exempelvis%, f—ooch 200" Brék kan ocksa vara dkta och odikta. Detta innebir att om bréaket har

en tdljare som dr mindre 4n ndmnaren &r braket dkta, exempelvisg. Om brékets téljare dr
storre 4n namnaren &r braket oédkta. Odkta brak kan uttryckas pa tva sitt, dr tiljaren &r storre
4n ndmnaren (%), eller i blandad form dér heltalet skrivs separat fran braket (1 é ). McIntosh

(2020, s. 28-29) menar att ett brakuttryck representerar delar av en helhet eller méngd med

en delning i exakt lika stora delar. Nir en helhet delas 1 exakt lika delar kan varje del

uttryckas med ett Stambrdk, exempelvis %, g,

P

av en hel. Stambraken utgor grunden for att

forsta brakformen. Mclntosh belyser dven vikten av att forsta att tva olika brakuttryck kan
representera samma tal, da denna aspekt &r central for att ha en forstaelse for brakformen

samt en forutséttning for att raikna med brak.



3.2 Representationsformer

Roos och Trygg (2018, s. 5-6) menar att representationsformer kan anvéindas for att
representera verkliga objekt, exempelvis kan fyra markorer representera fyra personer.
Representationsformer kan dven anvindas for att konkretisera abstrakta matematiska
begrepp, som exempelvis tal i brdkform. Genom handling, tanke eller kommunikation
anvinds representationsformer for att kompensera det som avses, exempelvis genom att

tecknet 4 dr en symbol for talet fyra.

For att 16sa en matematikuppgift bor lampliga verktyg anvindas for att na ett resultat. Ett
verktyg kan vara att anvénda sig av lampliga representationsformer, som exempelvis att rita,
anvidnda konkret material eller matematiska symboler (Taflin, 2007, s. 36).
Representationsformer kan delas in 1 fyra olika kategorier. Den forsta kategorin innefattar
konkreta representationer dir eleven har ritat sin 16sning. Den andra innefattar logiska och
sprakliga representationer, vilket innebir att utrdkningen uttrycks i text dir eleven inte
anvinder sig av matematiska symboler. Den tredje kategorin innebéir anvéandningen av
matematiska symboler, vilket &r en aritmetisk, algebraisk och analytisk representationsform.
Den fjdrde representationsformen som beskrivs ér den grafiska och geometriska, da eleven
anvinder sig av exempelvis en tabell eller ett koordinatsystem for att visa sin utrdkning
(Taflin, 2007, s. 69). Genom representationsformer far elever mojlighet att tinka, anvinda
och kommunicera matematik pa olika sitt. Nér elever anvinder sig av olika representationer
blir det enklare att forsta matematiska begrepp eftersom begreppet synliggors pa olika sitt

(Gustafsson et al., 2011, s. 38).

3.3 Tallinje

Kilhamn (2014, s. 21) beskriver tallinjens fyra egenskaper. Den forsta innefattar att talen har
en ordning fran vénster till hoger da vérdet pa talen 6kar at hoger och minskar at vinster.
Detta kan illustreras med en pil som har riktningen &t hoger. Den andra egenskapen ér att
tallinjen har talet 0 som utgangspunkt, O dr varken en strecka eller rorelse utan illustreras som
en punkt. Den tredje egenskapen ér att enhetsintervaller bygger upp sjilva tallinjen,
avstanden mellan enheterna é&r alltid lika langa som en hel, exempelvis avstandet mellan O

och 1 (se figur 1).



N

Figur 1: Kommentar. Bearbetad fran Wiki number line png [figur] av Lfahlberg, 2013, Wikimedia
Commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Wiki number line.png). CC BY-SA 3.0.

Den fjdrde egenskapen innebédr mojligheten att bygga upp storre intervaller av
enhetsintervallet. Kilhamn menar att elever kan gora hopp pa tallinjen som bestar av
multiplar av enhetsintervallet. Exempelvis &r avstandet 4 alltid 4 ganger storre dn
enhetsintervallet. Vidare kan enhetsintervallet delas upp 1 delintervall, streckan kan delas in i

exempelvis 0,0,5, 1, 1,5 for att synliggora rationella tal (Kilhamn, 2014, s. 21-22).

Roos et al. (2019, s. 1) menar att tallinjen kan anviéndas for att skapa forstdelse och strategier
for olika riknesitt. Nér elever har befist kunskap kring tallinjen blir den till sist en modell f6r
tinkandet. Eftersom tallinjen dr komplex, maste undervisningen ge elever mojlighet att

kontinuerligt utveckla forstaelse for tallinjen.

3.4 Tom tallinje

Heiberg Solem et al. (2011, s. 47) menar att en mer abstrakt variant av en numrerad tallinje ar
en linje som saknar gradering, en tom tallinje. Modellen &r ett stod for talforstdelsen och
framst for huvudrikning. P4 en tom tallinje ar det talens ordningsfoljd som &r det viktiga
medan avstdndet mellan talen inte behover vara exakta. Forfattarna ger &ven exempel pa hur
en tom tallinje kan presenteras, exempelvis genom en uppspénd lina med lappar som

representerar tal, en markerad linje pd en vigg i1 klassrummet eller en linje pa ett papper.

3.5 Styrdokumenten kopplade till metoder och tal i brakform

I laroplanens syftestext for grundskolan, forskoleklassen och fritidshemmet stér det att
“Genom undervisningen ska eleverna ges forutsdttningar att utveckla fortrogenhet med
grundlidggande matematiska begrepp och metoder och deras anvéndbarhet” (Skolverket,
2022a, s. 54). Enligt Kommentarmaterial for matematik (Skolverket, 2022b, s. 6-7) ska

undervisningen mojliggora tillfallen dar elever far anvédnda olika metoder for att



kommunicera matematik, exempelvis genom att anviinda tabeller, grafer eller laborativt

material.

I det centrala innehéllet i kursplanen for matematik i arskurs F-3 (Skolverket, 2022a, s. 55)
framgar det att elever ska fa mojlighet att utveckla kunskap om enkla brak och hur de
forhaller sig till naturliga tal. Undervisningen ska dven behandla enkla brakuttryck kopplat
till del-helhet samt del av antal. Enligt Kommentarmaterialet for matematik i arskurs 4-6
(Skolverket, 2022b, s. 11) ska elever f& mojlighet att utveckla kunskap for de rationella talens
egenskaper, exempelvis tiljarens och nimnarens relation, samt anvéndning av talen och hur
de kan delas upp. Kursplanen for matematik i arskurs 4—6 (Skolverket, 2022a, s. 57) ndmner
dven att eleverna ska f4 mdjlighet att utveckla forstaelse for hur tal i brdkform kan anvindas i

vardagen samt metoder for berdkningar med enkla tal i brakform.



4 Metod

I metodavsnittet presenteras genomforandet av informationssokningen (4.1), kriterier for

inklusion (4.1.1) och exklusion (4.1.2) samt en beskrivning av materialanalysen (4.2).

4.1 Informationssokning

Vi borjade informationssokningen med hjilp av Jonkoping Universitys biblioteks databaser
Primo, Artikelsok, SwePub, ERIC (Education Resource Information Center) och Education
Collection. Den forsta informationssdkningen gjordes i Primo for att uppskatta hur mycket
forskning det fanns om tallinjen. S6korden vi anvénde oss av var “tallinje” och “number
line”, vilket resulterade i 37 respektive 527 328 triffar. Vi avgrinsade sedan sdkningarna i
Primo till peer reviewed vilket gav 6 respektive 317 666 traffar. Har uppticktes
begriansningar med sdkningar pd svenska vilket resulterade i att de flesta sokningarna gjordes
pa engelska. Vi uppmérksammade att det fanns mycket forskning om tallinjen och valde

darfor att lagga till sokord for att avgransa antal triffar.

I litteraturstudien gjordes tre sokningar eftersom syftet behandlar bade svarigheter med tal 1
brékform och tallinjen som modell for att utveckla forstaelse i jimforelse med areamodeller.
Den ena s6kningen behandlade elevers svarigheter med tal i brdkform medan de andra
sokningarna behandlade tallinjen som modell, inklusive jamforelse med areamodeller. I
databasen Education collection anvidndes sokord som: “elementary school”, “mathematic
learning”, “fraction™®”, “number line”, “area model*” vilket forst gav oss 70 traffar men efter
avgransningar som peer reviewed och artalen 2010-2022 fick vi 41 triaffar. I ERIC anvindes
sokord som: “mathematic difficult™*”, challenge®, misconception®, fraction* som resulterade
1 174 tréffar, efter avgrinsningar som peer reviewed, dmne: fractions, dldersgrupp:
elementary education och artal 2010-2022 minskades sokresultaten till 32 traffar. Vi har dven
valt att anvénda oss av forskningsdatabasen NB-ECEC for att hitta artiklar till resultatet. I
databasen anvéndes sokordet mathematics som gav 85 resultat, men endast en artikel
behandlade omrédet tal i bradkform. I litteraturstudien har vi anvént oss av tvd kedjesokningar
utifran referensgranskning. De tva kedjesdkningarna var ofta forekommande 1 artiklarna som
vi granskade frén sokningen 1 ERIC och vi valde dirfor att inkludera dessa i resultatet. I figur

2 illustreras de sammanlagda s6kningarna fran ERIC, Education collection och NB-ECEC.



Figur 2. Flodesdiagram éver informationssokningar fran ERIC, Education Collection och NB-ECEC.

4.1.1 Kriterier for inklusion

I ERIC och Education Collection valdes peer reviewed for att sidkerstélla att artiklarna var
vetenskapligt granskade. NB-ECEC é&r en forskningsdatabas dér allt material dr granskat
utifrn internationell standard. S6kningarna begrinsades till &ren 2010-2022 {6r att garantera

aktuell forskning.

For att avgdra vilka artiklar som var relevanta for studien har ett kriterium varit att artikelns
rubrik, nyckelord eller abstract skulle innehélla number line, fraction och mathematics eller
motsvarande begrepp. I en av fragestéllningarna jamfors tallinjen och areamodeller och

darfor var ett kriterium att begrepp som representations och area model bendmns 1 abstract
8



eller i nyckelorden. I sokningen av artiklar om elevers svérigheter for tal i brakform var ett
kriterium att artikelns rubrik, abstract eller nyckelord skulle innehalla begrepp som
mathematics, challenge/difficulties/missconceptions och fractions/rational numbers. Studien
syftar pé elever i1 arskurs F-6 och dérfor har ett kriterium &ven varit att artiklarnas innehall har
inriktats pa elever i dessa arskurser for att behandlas vidare. Sokord och avgransningar som

elemenatry school, young learners eller likande har darfor anvénts.

4.1.2 Kriterier for exklusion

Ett kriterium for exklusion har varit artiklar som inriktat sin forskning pa andra arskurser dn
F-6. Artiklar som behandlat specifika matematiksvarigheter, exempelvis dyskalkyli, har
exkluderats eftersom litteraturstudien inte syftar pa elever med specifika
matematiksvarigheter. I sokningen géllande svérigheter for tal i brakform har artiklar som
fokuserat pd ldrarens didaktiska implikationer och hur ldrarens uppfattning om brék paverkar
elevers svarigheter exkluderats. I sokningen som avser hur tallinjen kan utveckla elevers
forstaelse for tal i brékform har artiklar som fokuserat pa andra omrédden inom matematik
exkluderats, exempelvis division. Artiklar skrivna pa annat sprék &n svenska, norska, danska

och engelska exkluderades.

4.2 Materialanalys

Materialet som analyserades var 10 vetenskapliga artiklar och en licentiatuppsats. Dessa
artiklar behandlar elevers svarigheter med brak och hur tallinjen som modell kan utveckla

elevers forstdelse for tal 1 brakform i jamforelse med areamodeller.

Forsta steget i materialanalysen var att individuellt ldsa artiklarnas syfte och abstract, for att
sedan gemensamt diskutera innehallet. Direfter fargkodades artiklarnas syfte, fragestdllning
och nyckelord i en tabell for att synliggora likheter och skillnader. Vi fargkodade exempelvis
svérigheter, tallinje, areamodeller och olika kunskapsomrdden. Efter ytterligare granskning av
artiklarna noterades artiklarnas syfte, datainsamling och resultat i en oversiktstabell (Bilaga
1). Oversiktstabellen synliggjorde artiklarnas likheter och skillnader, vilket gav oss en
utgéngspunkt for att koppla visentliga aspekter till vart &mne och fragestéllningar. Detta
gjorde att vi dven kunde kategorisera svarighetsaspekter for tal i brakform. I 6versiktstabellen

kategoriserades artiklarna for att svara pa litteraturstudiens syfte och fragestéllningar. Artiklar
9



som behandlade elevers svérigheter med tal i brakform kategoriserades utifrdn natural

number bias och konceptuell samt procedurell kunskap, for att synliggora artiklarnas

forskningsomrdde. Artiklarna som innefattar tallinjen som modell kategoriserades utifran hur

tallinjen kan utveckla forstielse for tal i brakform samt tallinjen som modell jamfort med

areamodeller.

Tabell 1: Urvalstabell for litteratur som anvints i studien.

fraction intervention.

Forfattare Titel Publikationstyp Artal/Land
Alkhateeb, M. A. Common Errors in Fractions Vetenskaplig artikel 2019

and the Thinking Strategies

That Accompany Them Jordanien
Cramer, K., Ahrendt, S., | Making sense of third-grade | Vetenskaplig artikel 2017
Monson, D., Wyberg, T., | students’ misunderstandings of
& Miller, C. the number line USA
Cramer, K., Monson, D., | Reconstructing the unit on the | Vetenskaplig artikel | 2019
Ahrendt, S., Wyberg, T., | number line: Tasks to extend
Pettis, C., & Fagerlund, | fourth graders’ fraction USA
C. understandings
Gabriel, F., Coché, F., | A componential view of Vetenskaplig artikel 2013
Szucs, D., Carette, V., | children's difficulties in
Rey, B., & Content, learning fractions Belgien
A.
Hamdan, N, & | The number line is a critical | Vetenskaplig artikel 2017
Gunderson E. A. spatial-numerical
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5 Resultat

Under rubrikerna 5.1 Natural number bias och 5.2 Konceptuell och procedurell kunskap
besvaras fragestillningen: vilka svarigheter uppmdrksammar forskning kring elevers
forstdelse for tal i brakform? Rubrikerna 5.3 Hur tallinjen kan utveckla elevers forstielse for
tal 1 brikform och 5.4 Tallinjen som modell jimfort med areamodeller besvarar
fragestillningen: Hur utveckla tallinjen elevers forstaelse for tal i brdkform i jamforelse med

areamodeller?

I artiklarna som analyserats och valts ut till resultatet anvidnder forfattarna begreppen whole
number bias och natural number bias for att beskriva elevers svérigheter med tal 1 brakform.
Definitionen natural number bias innefattar elevers erfarenheter kring naturliga tal och whole
number bias innefattar elevers erfarenheter av heltal. Efter analys av artiklarna har vi
uppmaérksammat att forskningsresultaten endast behandlar naturliga tal. I resultatdelen har vi
darfor valt att anvinda begreppet natural number bias eftersom majoriteten av artiklarna
anvénder detta begrepp. I artiklarna som berdr tallinjen anvinder forfattarna begreppen
representationsform och modell for tallinjen, men da areamodellerna beskrivs som en modell

kommer vi dven bendmna tallinjen som en modell i resultatet.

5. 1 Natural number bias

Schumacher et al. (2017, s. 3—4) beskriver fenomenet Natural number bias som en
generalisering elever gor utifran tidigare erfarenheter kring de naturliga talens egenskaper
som de tilldmpar i utrdkningar med brék. Denna generalisering kan skapa svérigheter for
elever. Elever kan exempelvis tolka brikets tiljare och nimnare som tva enskilda tal, vilket
resulterar i en bristande forstdelse for hur tiljarens och ndmnarens relation utgor virdet pa
briket. Studien av Schumacher et al. (2017, s. 21) visade att natural number bias var den
framsta orsaken till felaktiga utrdkningar. Studien visade @ven att felaktiga utrdkningar av
bréktalen grundades i elevers tidigare erfarenheter av tillvigagangssitt for addition och
subtraktion for heltal. Kainulainen et al. (2017, s. 14—15) péavisade att natural number bias var
den frimsta anledningen till att elever har svarigheter med att utveckla forstaelse for
konceptet brik. Vidare kunde forfattarna konstatera att elever som paverkades av natural
number bias inte f6ljde samma utvecklingskurva for generella matematikkunskaper som de
andra i studien. Aven Alkhateeb (2019, s. 404) undersokte elevers vanligt forekommande
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missuppfattningar och felaktiga svar inom brak. Studien visade liknande resultat, att den
storsta anledningen till felaktiga svar var att elever uppfattade tal i brdkform som heltal. Detta
kunde exempelvis visa sig genom att elever ofta adderade heltalet och téljaren i utrdkningen:

2+ % vilket resulterade 1 ett inkorrekt svar: %. Liknande resultat pavisades i studien av Gabriel

et al. (2013, s. 8) dir elevers felaktiga utrdkningar med tal i brékform kunde kopplas till
svérigheter med att addera och subtrahera tal i brakform, dé elever exempelvis kunde addera

taljaren och ndmnaren som heltal.

Resultatet av en studie som undersokte elevers svarigheter for brék i drskurs 4-6, visade att
flertalet svarigheter grundades i natural number bias (Gabriel et al. 2013, s. 8-9). Studien
pavisade tvd omfattande omrdden inom brék dér elever visade svérigheter. Dessa omraden
innefattade a) att tolka brikets viarde genom att storleksordna bréktal och heltal pa en tallinje
samt b) utrdkningar med brik. Vid storleksordningen av bréktal och heltal pa tallinjen fanns
det tvé vanligt forekommande felaktiga svar som kan kopplas till natural number bias. En av
dessa visades genom att storleksordna odkta brak och heltal pa en tallinje, da elever felaktigt

graderade odkta brék som mindre 4n heltalet 1. Svaret pdvisade att elever tolkar véirdet pa det
odkta bréket, exempelvis g , som mindre dn 1. Det andra felaktiga svaret som var

forekommande innefattade att elever placerade ett dkta brak efter heltalet 1 pa tallinjen, vilket
tyder pd att elever ansag att 1 4r mindre &n ett dkta brak, exempelvis % Gabriel et al. (2013, s.

8-9) menar att detta dels grundas i elevers tidigare erfarenheter for talfoljden baserat pa de

naturliga talen, dels en felaktig uppfattning om brék.

Alkhateeb (2019, s. 406—407) pavisade liknande resultat i sin studie, da 76% av eleverna
ansag att ett brakuttryck skrivet i blandad form (odkta brak) alltid &r storre 4n ett tal skrivet i

brékform. I en intervju fick eleverna svara pa vilket tal som var storst av goch l%. De flesta
elever ansdg att l% var storst eftersom uttrycket innehaller ett heltal och att g var mindre

eftersom brakuttrycket bestdr av delar. Vidare menar Gabriel et al. (2013, s. 9) att resultatet
pa deras studie visar att grundskoleelever har en god kunskap kring proportioner och del-

helheter i samband med brak, men att majoriteten hade svarigheter att forsta brak som tal.
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5.2 Konceptuell och procedurell kunskap

Konceptuell och procedurell kunskap ar tva centrala aspekter i processen att utveckla
forstaelsen for konceptet brak. Siegler och Pyke (2013, s. 1994-1995) menar att den
konceptuella kunskapen innefattar forstielse for grundkonceptet brak, exempelvis forstéelsen
for hur relationen mellan téljaren och ndmnaren utgor vérdet pa talet och att det finns oéndligt
med tal mellan tva briktal. Gabriel et al. (2013, s. 2) forklarar att den procedurella kunskapen
for brék innefattar forstaelsen for symboliska representationer, raknesitt och diverse
tillvigagéngssétt for att gora en utrdkning. Om elever bemistrar procedurell kunskap
automatiseras deras raknestrategier och den kognitiva belastningen minskar. Dessa kunskaper
har ett markant samband da den konceptuella kunskapen utgor grunden for den procedurella
kunskapen (Siegler & Pyke, 2013, s. 1994; Gabriel et al., 2013, s. 2). Vidare menar Siegler
och Pyke (2013, s. 1994—-1995) att forstdelsen for vérdet pé ett brak utgdr en visentlig del av
den konceptuella kunskapen. Forfattarna anser att utvecklingen av procedurell och
konceptuell kunskap ar komplext, d& utvecklingen av den konceptuella kunskapen paverkas
av natural number bias. Det blir ocksé en utmaning for elever att utveckla den procedurella
kunskapen eftersom utrdkningar inom brak skiljer sig markant fran utrakningar med naturliga

tal.

Studien av Siegler och Pyke (2013, s. 1998—-1999) visade att elevers svarigheter med
rdknestrategier inom brak kan grundas i en bristande konceptuell kunskap for téljaren och
nidmnarens relation, exempelvis att elever kan uppfatta téljaren och nimnaren som separata
heltal. Studien visade &ven elevers svarigheter att tillimpa korrekt strategi i utrdkningar med
brék, frimst inom utrdkningar géllande multiplikation och division. Dessa svarigheter kan
kopplas till att elever paverkas av tidigare erfarenheter av utrakningar med brik inom
addition och subtraktion. Vidare menar Schumacher et al. (2017, s. 23-24) att elever med
bristande konceptuell kunskap har svarare att virdera och tillimpa strategier vid utrdkning av

brék samt svérigheter att resonera kring svarets relevans.

I studien av Schumacher et al. (2017, s. 24) pavisades elevers svarigheter med att vilja och

tillampa strategier i utrdkningar med tal 1 brikform. Detta kunde exempelvis uttryckas i att
elever ansdg att % + % = 13—2, vilket Schumacher et al. antyder dels kan grundas i att elever
paverkades av natural number bias, dels en bristande kunskap kring procedurer. Vidare menar

Kainulainen et al. (2017, s. 4) att procedurella missuppfattningar och felaktiga utrdkningar
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ofta kan kopplas till elevers bristande konceptuella kunskap. Utvecklingen av den
procedurella kunskapen kraver mer av elevers kognitiva formaga, eftersom utrdkningar med
tal 1 brikform belastar arbetsminnet mer &n vad utrdkningar med naturliga tal gor. Bristande
kognitiv forméga kan exempelvis resultera i att elever har generella svarigheter med att
resonera kring ldmpliga raknestrategier samt att reflektera kring rimligheten for resultatet av
utrdkningen. Siegler och Pyke (2013, s. 1995) papekar att utvecklingen av den procedurella
kunskapen kan vara en utmaning for elever. Elever kan ha svérigheter med att utveckla
forstaelse for riknestrategier som tillimpas inom tal i brikform for att réknestrategierna ar

mer komplexa och skiljer sig fran de naturliga talen.

5.3 Hur tallinjen kan utveckla elevers forstaelse for tal i brakform

Enligt Cramer et al. (2019, s. 180—181) &r tallinjen en modell som grundskolelever vanligtvis
moter ndr de undervisas om tal i brdkform. I studien undersoktes hur tallinjen kan ge elever
en djupare forstéelse for tal i brakform i1 jaimforelse med andra modeller. En punkt pa tallinjen
representerar braket som bade en relation till andra tal och som ett avstand fran noll, vilket
inte behdver vara fallet i andra modeller. Genom att ett tal pd tallinjen kan ses som ett avstand
fran noll kan tallinjen anvéndas for att storleksordna brak. Vidare kan denna modell dven
anvéndas for att belysa att det finns jamlika brak, da tva brik &r placerade pa samma punkt pa
tallinjen. Aven Hamdan och Gunderson (2017, s. 4-5) och Schumacher et al. (2018, s. 192—
193) beskriver att tallinjen med fordel kan anvéndas for att storleksordna brak, da tallinjen ar
konstruerad som en linjar modell dér talen dkar fran vénster till hoger. Hamdan och
Gunderson (2017, s. 4-5) podngterar vikten av att ha kunskap om brékens storlek, da det &r

avgorande for att utveckla en djupare forstaelse for brak.

Schumacher et al. (2018, s. 199-200) menar att elever behdver forsta att ett brakuttryck ar ett
tal som kan representeras pa en tallinje da tallinjen kan synliggora att % ar ett tal och inte tva

heltal. Studien visade att tallinjen utvecklade elevers forstaelse for brakens storlek, vilket dr
en viktig forstaelse for vidare matematikkunskaper, exempelvis inom algebra. I studien fick
eleverna anvénda sig av tvd strategier for att undvika att dela in tallinjen i lika delar. Den
forsta strategin innebar att eleverna skulle se relationen mellan tdljaren och ndmnaren och

resonera kring brikets relativa storlek for att sedan placera ut braket pa tallinjen. Nér eleverna
placerade ut § pa tallinjen uppfattade de att téljaren var mindre dn ndmnare och borde da
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placeras ndrmare 0. Den andra strategin innefattade att eleverna utgick fran riktmérken,

exempelvis 0, % och 1, pa tallinjen nér de placerade ut ett brak. Nér g placerades ut kunde

eleverna ténka att g ar jamlikt med % och darfor bor g placeras ut mellan % och 1 men nérmre %

Schumacher et al. (2018, s. 200) menar att dessa strategier utvecklar elevers forstaelse for tal
i brakform. Studien av Hamdan och Gunderson (2017, s. 17-18) visade att tallinjen var den
enda modellen som utvecklade elevers forstaelse for att storleksordna tal i brakform pé
uppgifter de inte har mott forut. Resultaten var diremot genomgaende laga vad giller att

storleksordna brak.

Schumacher et al. (2017) och Siegler och Pyke (2013) menar att elever som visar forstaelse
for att storleksordna brék pa en tallinje utifrdn brikets vdrde, generellt sétt presterar béttre
inom matematik och brék. Det fanns dérfor d&ven en koppling mellan elever som
storleksordnar brak utifran brakets tdljare och ndmnare och sémre matematiska prestationer

och resultat.

5.4 Tallinjen som modell jamfort med areamodeller

Cramer et al. (2017, s. 21-22) anser att matematik &r ett abstrakt &mne dér elever bor anvéinda
sig av olika representationsmodeller for att utveckla forstaelse for &mnet. Nér elever anvinder
sig av olika modeller och dverfor kunskaper frdn en modell till en annan leder det till 6kad
begreppsforstaelse. Vidare menar Cramer et al. att vilka modeller som anvinds och vid vilket
tillfalle har stor betydelse. Konkret material som bildmodeller ar inte lika effektiva for att
utveckla kunskaper inom tal i brakform. Hamdan och Gunderson (2017, s. 587) beskriver att
skolor i USA framst anvénder areamodeller nér elever ska ldra sig om tal i brakform, trots att
den amerikanska ldroplanen uppmanar anvandning av tallinjen fran arskurs 3. Nar elever
anvénder sig av areamodeller representerat som exempelvis en pizza, tenderar elever att
fokusera mer pé biten pizza @n att den representerar ett braktal. Enligt Cramer et al. (2017, s.
22) ar det en fordel att elever anvidnder areamodeller i deras forsta mote med tal i brakform
for att sedan 6verfora de kunskaperna till en mer abstrakt modell som tallinjen, vilket leder
till djupare forstéelse for brdk. En del av Cramer et al. studie undersokte elevers erfarenheter
av att anvdnda en modell de dr bekanta med och hur dessa kunskaper kan tillimpas for att
forsta och anvinda tallinjen. I resultatet kunde Cramer et al. (2017, s. 34) konstatera att elever

som tidigare anvént areamodeller visade svrigheter med att forstd hur tallinjen skulle
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anvéndas. Elever visade svérigheter att forstd brakuttryckets egenskaper samt att braktalet har
en relation till andra tal pa tallinjen, men visade forstaelse for brak nér de anvénde sig av

areamodeller.

Tian et al. (2021, s. 4) undersokte hur tallinjen alternativt areamodeller var battre lampad att
anvénda for att utveckla elevers forstéelse for ett braks storlek. De beskriver likt Hamdan och
Gunderson (2017, s. 587) areamodeller som en skuggad del av en hel, exempelvis en bit av
en pizza eller cirkel. Modellen kan leda till missuppfattningar da elever kan se braket som tvé
enskilda heltal istéllet for att se det som ett tal dér téljaren och nimnaren dr relaterade till
varandra. Tian et al. (2021, s. 4-8) hade en teori om att tallinjen borde vara mer ldmpad att
anvénda for att utveckla forstaelsen for tal i brdkform. Nér elever ska placera ut ett brak
behover de forsta relationen mellan téljaren och ndmnaren for att veta var pé tallinjen briket
ska placeras. Tallinjen kan strecka sig over talet 1 och darfor bor modellen vara mer ldmpad
for elever nir de gér fran dkta brak till odkta brék. Tian et al. anser att det &r svarare att
anvinda areamodeller i undervisning om odkta brak d4 det behovs flera identiska figurer, som
exempelvis tva cirklar, dér varje cirkel representerar en hel. Denna teori styrker Gabriel et al.
(2013, s. 6-7) genom att de i sin studie uppmirksammade att elever visade svérigheter att

representera odkta brdk med hjélp av areamodeller. Resultatet visade exempelvis att en elev

ritade brakuttrycket % som en hel cirkel med ett streck i och en hel rektangel bredvid.

Baserat pa resultatet kunde Tian et al. (2021, s. 24) konstatera att deras teori inte stimde. Det
visade sig att areamodeller gav bittre resultat och utvecklade elevernas forstaelse for dkta och
odkta brék, medan tallinjen inte visade pd djupare forstielse. Elever kunde utveckla forstaelse
for odkta brak med hjilp av areamodeller och denna kunskap kvarstod tvd veckor efter
studien. Diremot visade inte resultatet om areamodeller bidrog till djupare forstaelse for

brakens storlek.

Nagy (2017, s. 45) lyfter fram att en viktig faktor nér det kommer till anvéindningen av
areamodeller &r att delarna maste vara lika stora, vilket flertalet elever inte tar hansyn till.
Elever ritar exempelvis linjer i cirklarna och tar istéllet hinsyn till antalet &n delarnas storlek,
vilket kan bero pd att elever dr vana vid att representera brak med en rektangel. Vidare har det

visat sig att elever i 9-arséldern har en bild av att i har en bestdmd form, en skuggad del av en

cirkel, vilket kan bero pa att de ofta moéter just den typen av uttryck i matematikuppgifter i
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skolan. Dédrav menar Cramer et al. (2017, s. 21-22) och Nagy (2017, s. 45) att elever bor
mota olika former av helheter for att utveckla kunskap om att det finns fler sitt att

representera brék pa.

18



6 Diskussion

I diskussionsdelen analyseras metoden och resultatet 1 litteraturstudien. I metoddiskussionen
kommer vi reflektera 6ver hur informationssdkningen och materialanalysen gick till, vilka
hinder som uppstod och studiens styrkor. I resultatdiskussionen kommer resultatet behandlas
utifran syfte och fragestéllningar. Syftet med studien dr att belysa hur forskning beskriver
elevers svarigheter for tal i brdkform och om tallinjen som modell kan utveckla elevers

kunskaper inom brak.

6.1 Metoddiskussion

Vi péborjade var informationssokning med fokus pé forskning som inriktade sig pa elever i
arskurs F-3 eftersom vér utbildning inriktar sig till dessa &rskurser. Det visade sig dock vara
svért att hitta forskning som enbart avgrinsade sig till dessa dldrar. Vi valde dirfor att soka
efter forskning som fokuserade pa elever i forskoleklass till arskurs 6. Informationssdkningen
om elevers svarigheter inom tal i brakform resulterade i traffar dir majoriteten behandlade
sarskilda inldrningssvarigheter. Vi inkluderade darfor fler synonymer for svarigheter i

sOkningen for att hitta artiklar som behandlade generella svérigheter.

For att hitta relevant forskning till denna litteraturstudie har vi anvént oss av soktjédnsterna
ERIC, Education Collection och NB-ECEC. Vi forsokte dven soka efter litteratur pd andra
soktjanster som Psycinfo och Swepub. I soktjénsterna Psycinfo och Swepub var det en
utmaning att hitta forskning som kunde besvara véra frigestillningar. I Swepub hittade vi ett
antal artiklar som behandlade 4mnet, men dessa exkluderades eftersom de inte var
vetenskapliga. Efter informationssokningen analyserades relevanta artiklar individuellt, for
att sedan gemensamt diskutera artiklarnas innehdll. Slutligen resulterade detta i att vi anvénde

3 artiklar frdn ERIC, 5 frdn Education Collection, 1 frin NB-ECEC och 2 kedjesokningar.

I informationssdkningen om elevers generella svrigheter for brdk handlade majoriteten av
artiklarna om fenomenet natural number bias. Vi anser darfor att urvalet av artiklarna kan
paverka studiens resultat eftersom andra svérigheter eventuellt inte uppmérksammades. Vi
uppméirksammade att resultatet av sokningarna visade artiklar som beskriver liknande
fordelar och nackdelar med tallinjen, vilket gjorde det svért att analysera artiklarna utifrén
olika perspektiv. Eftersom i stort sett alla artiklar vi har analyserat dr skrivna pa engelska kan
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vér tolkning av artiklarnas innehall paverkats av sprékbarridren. En styrka med var
litteraturstudie var att det fanns mycket forskning kring dmnet, vilket bidrog till att
sokningarna resulterade i manga triaffar. Vi anser att ytterligare en styrka var att forskningen

vi analyserade var aktuell eftersom de publicerades mellan dren 2013-2021.

6.2 Resultatdiskussion

6.2.1 Vanligt forekommande svarigheter med tal i brakform

Resultatet av studien visar att den framsta orsaken till elevers svarighet for att utveckla
kunskap for tal 1 brakform 4r natural number bias (Gabriel et al. 2013; Kainulainen et al.
2017; Schumacher et al. 2017). Forskningen visar att detta fenomen grundas i elevers tidigare
erfarenheter av naturliga tal, vilket skapar missuppfattningar inom omradet brak. Natural
number bias utgdr en svarighet som péaverkar den grundldggande forstaelsen for centrala delar

inom omrddet brik, som exempelvis uppfattningen om att bréktalet %, dér a och b utgdr en

relation som bestimmer viardet, uppfattas felaktigt som tvé separata tal. Resultaten visade
ocksa vikten av elevers utveckling av konceptuell och procedurell kunskap. Bristande
konceptuell och/eller procedurell kunskap bidrar till svirigheter for elever, eftersom dessa
kunskaper ligger till grund for att utveckla en forstaelse for grundkonceptet brak samt
rdknestrategier. Dessa kunskaper &r centrala i elevers kunskapsprocess eftersom konceptet
brék innefattar ny forstielse for braktalens egenskaper, rdknestrategier och regler, samt nya

uttryck och symboler (Gabriel et al. 2013; Kainulainen et al. 2017; Siegler & Pyke, 2013).

Resultatet i studien visar att svarigheter inom brék kan vara komplicerade, pa det sétt att
svérigheterna tenderar att vara bestdende om de inte uppmérksammas och dtgirdas (Kilborn,
2014 s. 4; Sveider, 2021, s. 4). Enligt ldroplanen (Skolverket, 2022a, s. 54) ska
undervisningen frimja elevers utveckling och fortrogenhet kring grundldggande matematiska
begrepp, metoder samt hur de anvinds. For att skapa en undervisning som framjar elevers
utveckling anser vi att det dr en fordel att vara medveten om elevers eventuella svéarigheter
och utmaningar. Kilborn (2014, s. 4) och Sveider (2021, s. 4) menar att elevers forstielse for
brék dr betydande di denna fOrstaelse dr vdsentlig i andra matematiska sammanhang, som
exempelvis i ekvationer, formler samt inom algebra. Elever som inte utvecklat forstaelse for
tal 1 brikform i grundskolan riskerar att f bestdende svérigheter med matematik under

resterande skolging. Utifran det Skolverket (2022a, s.54), Kilborn (2014, s .4) och Sveider
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(2021, s. 4) framfOr forstér vi att lararen har en betydande roll i elevers kunskapsutveckling
genom att uppmirksamma eventuella svarigheter for att sedan utforma en undervisning som

moter elevers behov.

6.2.2 Tallinjen och areamodeller

Flera forskare menar att tallinjen bor anvindas 1 undervisningen for att utveckla elevers
forstaelse for tal i brékform. I studierna har det framkommit att tallinjen synliggdr relationen
mellan téljare och ndmnare, att braktal har en relation till andra tal och att elever kan anvénda
tallinjen for att storleksordna bréktal. Vidare kan tallinjen anvidndas for att synliggora brak
som dr jamlika (Cramer et al., 2019; Hamdan & Gunderson, 2017; Schumacher et al., 2018).
Enligt Roos et al. (2019, s. 1) dr tallinjen en komplex modell och dérfor bor elever fa
mdjlighet att utveckla forstaelse for modellens uppbyggnad. Laroplanen (Skolverket, 2022a,
s. 54) och Kommentarmaterialet for matematik (Skolverket, 2022b, s. 6) konstaterar vikten av
att elever ska fa undervisning som leder till att de utvecklar forstéelse for modeller och
strategier. Genom undervisning om olika metoder och dess anvindning ges elever mojlighet
att utveckla kunskaper for att avgdra vilken metod som bdr anvéndas till en specifik uppgift

(Skolverket, 2022b, s. 6).

Resultatet av litteraturstudien pavisar att areamodeller inte utvecklar elevers forstaelse for tal
1 brakform, speciellt forstaelsen att storleksordna brak. Trots detta menar Cramer et al.
(2017); Hamdan & Gunderson (2017); Tian et al. (2021) att areamodeller 4r de modeller
elever frimst moter i undervisning om brék, vilket vi dven har uppmérksammat under véra
VFU 'er. Vidare menar forskning att elever bor ta del av olika modeller i undervisningen om
brék for att utveckla forstaelse for att brak kan representeras pa flera sitt. Utifrén resultatet
funderar vi pd om undervisning som begrénsar sig till enbart en modell, som exempelvis
areamodeller, himmar elevers kunskapsinhdmtning? Under VFU er har vi uppmérksammat
att elever visar svérigheter att tolka och forstd brakuttrycket samt dess vérde nédr de anvénde
sig av areamodeller. Vi instimmer déarfor i vad Cramer et al. (2017, s. 21-22) och Nagy
(2017, s. 45) sager om att elever bor fa undervisning som behandlar flera olika modeller f6r
att utveckla forstaelsen att brak kan representeras pa olika sétt. Schumacher et al. (2017, s.
27) papekar att undervisning som fokuserar pa tiljaren och ndmnarens relation ger elever en
grundldggande forstéelse for konceptet brak i jaimforelse med undervisning som fokuserar pa

del-helhetsrelationer. Grundliggande kunskaper for braktalets egenskaper, exempelvis hur
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taljaren och ndmnaren utgdr brikets virde, ger elever forutsittningar att utveckla djupare

forstaelse inom omradet.

Sammanfattningsvis anser vi att studiens syfte och resultat dr centralt for var kommande
yrkesroll som ldrare. Resultatet bekréftade dels var uppfattning om att areamodeller utvecklar
elevers forstdelse for del-helhet, dels att modellen inte framjar elevers forstaelse for
grundkonceptet brak. Vi forstér att det dr en fordel att anvdnda areamodeller i elevers tidiga
mote med bréak for att skapa forstaelse for brakets del-helhets relation. I resultatet framgick
det att tallinjen synliggjorde brékets grundlaggande egenskaper, som exempelvis relationen
mellan tédljaren och ndmnaren, storlek och uttryck (Cramer et al., 2019; Hamdan &
Gunderson, 2017; Schumacher et al., 2018). Vi funderar dérfor pa4 om det ér en fordel att
elever mdter en variation av representationsformer, som exempelvis bade tallinjen och
areamodeller. I det centrala innehallet for matematik i1 arskurs 1-3 framgar det att
undervisningen ska behandla “Tal i brakform som del av helhet och del av antal samt hur
delarna bendmns och uttrycks som enkla brak. Hur enkla brak forhaller sig till naturliga tal”
(Skolverket, 2022a, s. 55). I resultatet framgar det att tallinjen kan synliggora brakets relation
till de naturliga talen genom att placera ut brak mellan referenspunkter, som de naturliga talen
0,1 och 2. Vi forstér dven att tallinjen kan synliggdra del-helhetsrelationer genom att de
naturliga talen representerar helheter och briken representerar delarna. Tallinjen bor
introduceras successivt i det tidiga motet med tal 1 brdkform for att skapa forutsittningar for

djupare forstéelse.

6.3 Vidare forskning

Utifrén resultatet frén litteraturstudien skulle det vara intressant att undersoka hur digitala
verktyg kan frimja elevers kunskaper inom tal i brdkform. Under informationssokningen for
litteratur till denna studie uppmérksammade vi ett fatal artiklar som behandlade appen Vektor
och hur appen kan anvéndas i undervisning om brék och tallinjen. Vi tycker att det skulle
vara intressant med vidare forskning som undersoker hur elevers kunskapsutveckling
paverkas av undervisning med digitala verktyg i jdmforelse med analoga verktyg. I
litteraturstudien har vi uppmérksammat forskning som inriktat sig pd fordelar med tallinjen

och dirfor hade det dven varit intressant att undersoka eventuella nackdelar med tallinjen.
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